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RESUMEN

En esta investigacion examinamos las convicciones de maestros y de estudiantes en lo que
concierne a las relaciones existentes entre perimetro y drea de una figura plana. La
investigacion se inserta en una corriente cldsica, explorada por mas de 60 afos, pero que
hoy incluye nuevos factores. En particular, se estudia el cambio de las convicciones, el
lenguaje utilizado para expresar dicho cambio, el grado de incidencia que tienen los
ejemplos dados, y, en particular, discutimos la idea segin la cual precisamente las
supuestas relaciones entre perimetro y drea constituyen un ejemplo de la actitud no critica
del estudiante que tiende a confirmar aumentos o disminuciones entre entidades puestas en
relacion.

PALABRAS CLAVE: Fundamentos tedricos, Educacién Matemaitica, epistemologia,
cognicion y articulacién de teorias.

ABSTRACT

In this research we examine the convictions of teachers and students regarding the existing
relations between perimeter and area of a flat figure. The research is inserted in a classical
position, explored for more than 60 years, but that today includes new factors. Particularly,
the change of the convictions is studied, the language utilized to express that change, the
degree of incident that have the given examples, and, particularly, we discuss the idea that
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the supposed relations between perimeter and area constitute an example of the not
criticism attitude of the student that tends to confirm increases or decreases among entities
put in relation.

KEY WORDS: Theoretical bases, mathematics education, epistemology, cognition and
theories articulation.

RESUMO

Nesta investigacdo examinamos as convic¢des dos professores e dos estudantes no que
concerne as relacdOes existentes entre perimetro e drea de uma figura plana. A investigacdo
se insere em uma corrente cldssica, explorada por mais de 60 anos, porém que hoje inclui
novos fatores. Em particular, se estuda a troca das convicgdes, a linguagem utilizada para
expressar essa troca, o grau de incidéncia que tem os exemplos dados; e, em particular,
discutimos a idéia segundo a qual precisamente as supostas relacdes entre perimetro e area
constituem um exemplo da atitude ndo critica do estudante que tende a confirmar aumentos
ou diminui¢des entre tais conceitos.

PALAVRAS CHAVE: Fundamentos teéricos, Educagdo Matemadtica, epistemologia,
cognicdo e articulacao de teorias.

RESUME

Dans cette recherche, nous examinons les certitudes de maitres et d’éleves en ce qui
concerne les rapports entre le périmetre et 1’aire d’une figure plane. La recherche s’inscrit
dans un courant classique, exploré pour plus de 60 ans, lequel a inclus récemment de
nouveaux éléments. En particulier, ont été étudiés le changement des certitudes, le langage
utilisé pour exprimer ce changement, le degré d’incidence qu’ont les exemples donnés, et
en particulier, il est discuté I’idée selon laquelle il est possible de préciser que les rapports
supposés entre le périmetre et I’aire sont un exemple de I’attitude non critique de 1’éleve
qui tend a confirmer d’augmentations et de diminutions entre les entités mises en relation.

MOTS CLES: Fondements théoriques, Didactique des mathématiques, épistémologie,
cognition et articulation des théories.

1. Premisa y cuadro tedrico

Las investigaciones sobre el problema del aprendizaje de los conceptos de perimetro y drea
de las figuras planas pueden ostentar el titulo de haber sido las primeras en ser estudiadas.
Después de haberse ocupado del nacimiento del pensamiento y del lenguaje en el nifio y,
afios después, de la adquisicion-construcciéon de la idea de nimero (en sus varias
acepciones), Piaget se ocupd, a partir de los afios treinta del siglo XX, de las construcciones
conceptuales relacionadas con la Geometria. Entre las diversas obras, que seria aqui
imposible citar, nos limitaremos a aquellas en las cuales aparecen explicitamente el
perimetro y el drea o referencias a estos conceptos (Piaget, 1926; Piaget, 1937; Piaget,
Inhelder y Szeminska, 1948; Piaget y Inhelder, 1962). A estas obras de base siguieron



rdpidamente, en los afios 50 y 60, estudios realizados por alumnos o seguidores del Maestro
ginebrino, basados en las mismas certezas tomadas de la epistemologia genética, por
ejemplo Vihn y otros. (1964), Vihn y Lunzer (1965). Sefialamos también el estudio de
Battro (1983), quien repite todos los célebres experimentos del Maestro.

Son éstos, estudios cldsicos, los que han influido por mds de veinte afos en los anélisis
sucesivos sobre dicho tema, los cuales se centraban principalmente en los fracasos de
jovenes alumnos en determinados estadios de edad. En particular, en este sentido se
estudiaron con mucha atencion, entre otras, las ideas de longitud y de superficie, lo que
evidenci6 la gran dificultad que los alumnos tienen para apropiarse de la idea de superficie.
Mas aun, las investigaciones pusieron en evidencia cémo, al variar la forma, el joven
estudiante tiende a no ser capaz de aceptar la posible inmutabilidad de la medida de la
superficie. La dificultad ligada a falsas relaciones entre drea y perimetro, seglin estas
investigaciones, parece perdurar hasta los 12 afos, y estd poco relacionada con el desarrollo
lingiiistico del sujeto.

[Es bien conocido que las conclusiones de Piaget fueron sometidas a severas criticas en
posteriores estudios; con el fin de hacer menos pesado este trabajo, remitimos a Resnick y
Ford (1981, en especial al capitulo 7)].

A estos estudios preliminares y cldsicos siguieron numerosas investigaciones; tantas, que es
imposible hacer aqui un cuadro completo; nos limitaremos (siguiendo un recorrido
cronoldgico) sélo a aquellos que hacen referencia especificamente a las dificultades en el
aprendizaje del perimetro y del drea. Dichas investigaciones han condicionado sin ninguna
duda la direccion de nuestra actual investigacion.

En Rogalski (1979) se sefiala coémo uno de los grandes problemas del aprendizaje de las
superficies estd en que existen “obstdculos conceptuales” especificos que se refuerzan los
unos en los otros.® Las dificultades sobresalientes son los cambios en las dimensiones, el
estatuto especifico de las unidades de medida, sus relaciones con las unidades de longitud y
las medidas espaciales.

En Gentner (1983), con mucha cautela, se sugiere el uso de materiales concretos sencillos
para las primeras aproximaciones a la geometria en general, y al estudio de las superficies
en particular.

La idea de modelo intuitivo estd muy bien explicada en Fischbein (1985): “Para crear una
base intuitiva en la investigacion intelectual, a los conceptos y a las operaciones mentales,
tendemos a asociar espontineamente modelos significativos desde el punto de vista
intuitivo (...). Un modelo intuitivo tiene siempre un significado pictorico-comportamental e

3 En 1979 adn no estaba totalmente difundida la teorfa de los obsticulos de Brousseau (Brousseau, 1976;
1986; 1989); por lo tanto, los autores utilizaban términos que en el momento actual, dentro de este marco
tedrico, deberian ser precisados; nos parece, sin embargo, que la idea de “obstaculo conceptual” de Rogalski
se puede asociar con la idea de “obstaculo epistemoldgico” de Brousseau, pero evidenciando el factor relativo
a la dificultad de aprendizaje, mas que a hechos histéricos.



induce siempre efectos de aceptacion inmediata. (...)” (p. 14-15); pero: “La insistencia
excesiva en dar sugerencias intuitivas usando representaciones artificiales o demasiado
elaboradas pueden hacer mds mal que bien” (p. 18).

Un discurso mucho mds general fue propuesto por Speranza (1987); junto a
consideraciones generales de extraordinario interés cultural, se demuestra como las
dificultades conceptuales relevadas, en cuestiones relacionadas con el area y el perimetro,
en la escuela primaria, permanecen en alumnos avanzados, incluso en la universidad.
[Veremos confirmarse esta afirmacion en el trascurso de este trabajo].

Iacomella y Marchini (1990) proponen una interesante reflexion, en la cual se evidencia la
existencia de un contraste entre las medidas directas (como, por ejemplo, el geoplano,
cuadriculas, teorema de Pick) e indirectas de una superficie (por ejemplo recurriendo a las
férmulas, usando las medidas lineales) y como este contraste puede constituir una dificultad
conceptual para la comprension de este argumento.

En el articulo de Tierney, Boyd y Davis (1990) se afronta el tema de las concepciones que
tienen los docentes de la escuela primaria con respecto al drea; es por demds relevante que
se evidencie lo siguiente: primero, dichas concepciones a veces coinciden con las de los
alumnos; segundo, el drea es puesta en relacion con las férmulas para calcularla, mas que
con un concepto general. En un cierto sentido, esta investigacion puede ser interpretada
como el punto de partida de todos aquellos que indagan sobre las concepciones de los
docentes y, por tanto, del trabajo que aqui estamos presentando.

En Outhred y Mitchelmore (1992) se presentan casos de nifios de los ultimos afios de la
escuela primaria capaces de confrontar superficies de figuras rectangulares, pero que no
estaban en disposicion de pasar de esta experiencia a las medidas de superficie. En general,
el articulo estd dedicado a las dificultades especificas en la conceptualizacion del drea y del
perimetro por parte de los alumnos de la escuela primaria. Normalmente, en la actividad de
enseflanza se tiene como premisa que, si un alumno aprende a calcular el drea del
rectangulo, estd listo para aprender a medir las dreas de cualquier otra figura geométrica.
Aqui se muestra, al contrario, como esto es s6lo una ilusion.

Un amplio estudio, considerado un cldsico por muchos investigadores, es el de Rouche
(1992); en éste se demuestra como el rectdngulo constituye el punto de partida mds
importante para la adquisicion del concepto de superficie, el punto crucial, la figura por
excelencia, dado que a ésta recurren casi todas las otras figuras que el alumno conocerd en
la escuela primaria y, ciertamente, las primeras (tridngulo, paralelogramo, trapecio...). Se
insiste también en que la determinacion del drea de un rectdngulo como producto de las
medidas de dos segmentos sea ain ejemplo del uso de medidas indirectas, hecho dificil de
aceptar y, por tanto, de construir conceptualmente. Aparentemente, hay una contradiccion
entre las dos investigaciones mencionadas, pero no es asi: en la primera se muestra cémo
dominar los elementos del rectdngulo no es condicién suficiente para asegurar el dominio
de los elementos de las demads figuras, en particular en lo referente al concepto de area; en



la segunda se muestra como, de todas maneras, la figura privilegiada al inicio del
aprendizaje de este argumento es, sin lugar a dudas, el rectdngulo.

Consideramos de gran importancia la investigacién de Giovannoni (1996), en la que se
discuten y se repiten célebres experimentos de Piaget sobre el problema de la comprensién
del concepto de superficie en nifios de entre 3 y 6 afos; se demuestra con contundencia que
dicho concepto no es por si mismo fuera del alcance de los nifios, como se aseguraba en el
pasado, sino que esta conquista depende de las condiciones del entorno, en particular las
referidas al lenguaje y a la propuesta de modelos especificos adecuados (hojas verdes
interpretadas como tales y no como prados; dreas superficiales como tales y no como hierba
para vacas). Por lo tanto, poseer un lenguaje especifico tiene una profunda incidencia en la
construccion de dicho concepto: el uso ambiguo del adjetivo “grande” viene sustituido lenta
y conscientemente por “extenso”, asegurando un notable éxito en el aprendizaje incluso en
sujetos de 5 afios.

En los trabajos de Moreira y Comiti (1993) y Moreira (1996) se hace énfasis en las
dificultades que tienen los estudiantes de los ultimos afios de la escuela primaria para
reconocer las medidas de una figura como uno de los elementos que la determinan y, en
particular, en el primer trabajo, a separar las medidas de drea y perimetro y, en el segundo,
a adquirir la idea de drea de una figura plana. En estos trabajos se pone de manifiesto como
el aprendizaje de los diferentes elementos de la medida de magnitudes geométricas es
especifico y diferente en cada caso. La idea del area de una figura plana no siempre es
reconocida como una caracteristica de dicha figura.

Marchini (1999) habla del conflicto entre los dos conceptos y de la forma didactica como se
podria afrontar el argumento con el fin de alcanzar resultados positivos; su articulo contiene
consideraciones de gran impacto y de amplio espectro no sélo didactico, sino también
matematico y epistemoldgico.

En Medici (1999) se discute la formulacién lingiifstica de los enunciados de los problemas
de geometria, y se pregunta si no seria conveniente recurrir a un lenguaje menos preciso y
mds accesible evitando el uso excesivo de férmulas.

Otro estudio de gran interés es el de Jaquet (2000), en el cual se presenta y se discute con
profundidad un problema propuesto a alumnos de 3° y 4° de primaria, en el curso del Rally
matematico transalpin04 en los meses de enero y febrero de 2000; en dicho problema,
original en su formulacidn, se pide confrontar dreas de figuras no estdndar, de las cuales no
se dan medidas ni de superficie ni lineales. Se estudian la formas en que los sujetos
afrontan el problema, y se muestra la complejidad de los procesos puestos en juego por los
alumnos, quienes mezclan métodos directos e indirectos cuando intentan calcular el drea y
el perimetro de los poligonos que aparecen en el disefio. Se trata de un interesante estudio
que demuestra la complejidad de la relacion entre los dos conceptos.

* Se trata de un desafio entre alumnos de diversos paises, sobre la base de pruebas que una comisién prepara;
este concurso tiene una gran difusion en Suiza y en Italia, principalmente.



Un trabajo que seguimos de cerca, incluso en su desarrollo, es el de Chamorro (1997); la
autora analiza ocho aspectos distintos que determinan los entornos de aprendizaje en lo que
concierne con la medida (en general), tomando como referencia las ideas de Guy
Brousseau; esos aspectos son: objeto soporte, magnitud, valor particular (o cantidad de
magnitud), aplicacién de la medida, medida imagen, medida concreta, medicion, orden de
magnitud. La investigacion de Chamorro se refiere a la medida en general y demuestra la
complejidad del tema, especialmente en lo relacionado con el aprendizaje. Entre los
ejemplos especificos que se hacen, aparecen precisamente el contorno y la superficie: ”En
la superficie, en cuanto medida producto, confluyen multiples obstidculos conceptuales.
Entre éstos, la relacion que las unidades de superficie conservan con las unidades de
longitud, siendo las segundas la base de las primeras como productos de medidas. Dichas
relaciones pueden ser comprendidas s6lo a partir de relaciones espaciales que a su vez
deben ser coordinadas con relaciones multiplicativas. La coordinacién entre la linealidad de
cada una de las dimensiones y la linealidad de las superficies debe poder ser garantizada a
través de un modelo geométrico que ayude a visualizar dichas relaciones”.

A la tesis de doctorado de Chamorro sigue un largo articulo que la resume y la profundiza
al mismo tiempo, Chamorro (2001, 2002); en este articulo se analizan experiencias
realizadas en la escuela primaria a propoésito del problema de la ensefianza-aprendizaje de
la medida y en forma particular del perimetro y del drea; el objetivo de este estudio es el de
contribuir a la realizaciéon de exitosas situaciones a-didécticas y de ingenieria dirigidas a
eliminar o, por lo menos, a limitar las conocidas dificultades en el aprendizaje de la medida.

Un estudio de Montis, Mallocci y Polo (2003) confirma lo que la préctica evidencia; es
decir, que los jovenes alumnos entre 6 y 8 afios identifican la figura de mayor extensién con
la de mayor longitud o con la més alta.

En la investigacion de Medici, Marchetti, Vighi y Zaccomer (2005) se evidencian las
preconcepciones y los procesos espontdneos que alumnos entre 9 y 11 afos (4° y 5° afio de
la escuela primaria italiana) ponen en juego cuando deben resolver situaciones
problematicas que involucran el drea y el perimetro; recurriendo a tests y a entrevistas, los
autores insisten en que estas dos ideas fundamentales constituyen obstaculos
epistemoldgicos.

Como se ve, el cuadro cientifico de referencia, aun en las limitaciones de contenido que nos
impusimos, es extremadamente complejo y amplio.

2. Problemas de investigacion
Es evidente, por lo tanto, que los dos conceptos geométricos: perimetro y drea de una
figura plana, tienen muchos elementos en comin sobre el plano cientifico, pero muchos
otros que son simplemente supuestos sobre el plano de las misconcepciones, comunes en
los estudiantes de todo grado escolar.



Por ejemplo, las investigaciones han demostrado ampliamente (véanse Stavy y Tirosh,
2001; y muchos de los articulos citados lineas arriba) que gran nimero de estudiantes de
todas las edades estin convencidos de que existe una relacion de estrecha dependencia
entre los dos conceptos sobre el plano relacional, del tipo:

si A 'y B son dos figuras planas, entonces:

® i (perimetro de A > perimetro de B) entonces (drea de A > drea de B)

e {dem con <

e idem con = (por lo cual: dos figuras iso-perimétricas son necesariamente equi-
extensas);

y viceversa, cambiando el orden “perimetro-drea” con “drea-perimetro”.

Este tema dificilmente se propone con objetivos didacticos en forma explicita, en parte,
seguin algunos maestros, por una supuesta dificultad.

Podemos preguntarnos si los maestros de cualquier grado escolar tienen conciencia de este
problema o si, por casualidad, también en algunos de ellos existen problemas de
construccion conceptual. Esta evidencia tiene que ver con el problema de las convicciones
y de las concepciones de los maestros.”

Los estudios sobre la importancia de las concepciones que la sociedad, la gente comun,
ciertos grupos sociales, los maestros, los estudiantes tienen de la matemadtica, incluso en lo
que concierne a procesos que van mas alld de la ensefianza y del aprendizaje de la misma,
tienen un origen reciente. Sin embargo, estos revelaron inmediatamente el gran impacto que
estas consideraciones tienen sobre el aprendizaje y sobre la ensefianza. Schoenfeld (1992)
lleg6 a afirmar que cada individuo conceptualiza la matematica y se ubica en el ambiente
matemadtico precisamente sobre la base del sistema de sus propias convicciones sobre la
matematica; por lo tanto, sobre la base de las concepciones que tiene de la matemadtica. Es
dicha concepcion la que determina no sélo las modalidades de esa insercion, sino también
las sensaciones que el individuo experimenta después de que esta insercion ha ocurrido. De
esto se deduce la imposibilidad de separar conocimiento (de la matemadtica) y conviccion
(sobre la matematica) en los profesores (Fennema y Franke, 1992), lo que ademads conlleva
a afirmar, como obvia consecuencia, que las decisiones que los profesores toman estan
determinadas por los dos factores, lo que ulteriormente explica la notable importancia que
en el momento actual tiene la investigacion en el campo de las convicciones (Thompson,
1992; Hoyles, 1992; Pehkonen y Torner, 1996; Krainer et al., 1999).

> Consideramos de interés declarar explicitamente que nos serviremos de las siguientes interpretaciones de
dichos términos (propuestas también con claridad en: D’ Amore, y Fandifio, 2005):

e conviccidn (belief) (o creencia): opinidn, conjunto de juicios/expectativas, lo que se piensa a propdsito de
algo;

e el conjunto de las convicciones que alguien (A) tiene sobre algo (T) son las concepciones (K) de A
relativas a T; si A pertenece a un grupo social (S) y comparte con los otros miembros de S dicho conjunto de
convicciones relativas a T, entonces K es la concepcién de S relativa a T.

Generalmente, al puesto de “concepcion de A relativa a T” se habla de 1a “imagen que A tiene de T”.



Interesantes consideraciones tedricas sobre la estructura de las convicciones y sobre las
actuales investigaciones a este propdsito se encuentran en Torner (2002).

Por otra parte, hoy se reconoce universalmente que las convicciones forman parte
importante del conjunto de conocimientos, dado que los determinan y los condicionan,
como lo habia relevado Schoenfeld (1983) hace ya més de veinte afios.

Desde los primeros momentos de interés por este tipo de argumentos surgié una especie de
andlisis de los tipos de convicciones; en el trabajo de Schoenfeld (1992), por ejemplo, la
distincion estd hecha sobre el agente; asi, distingue entre convicciones:

e del estudiante
e del maestro
e de la sociedad,

esta dlitma, una distincién de hecho descontada, pero no por eso libre de sorpresas, y, en
todo caso, la mds seguida precisamente por su inmediatez.

A propésito del tercer punto, hoy sabemos que no es posible separar el andlisis de las
convicciones de un individuo de aquellas del grupo social al cual pertenece, dado que éstas
son, de todas formas, el resultado de complejas interacciones entre grupos sociales (Hoyles,
1992); por lo tanto, un estudio de este tipo debe estar inmerso dentro del contexto social.

Un vasto y reciente trabajo que presenta un panorama sobre este tema, por lo menos en lo
que se refiere a la comunidad PME, se encuentra en Llinares y Krainer (2006).

En los afios que van del inicio de los estudios sobre las convicciones (inicio de la década
de los ochenta) a la actualidad, han cambiado las metodologias para investigar esas
convicciones; al inicio, se trataba de individuar tipologias a las cuales pertenecian los
sujetos analizados; hoy se tiene como objetivo encontrar una relacion entre las
convicciones expresadas por el sujeto analizado y su accion en el aula. Nosotros tuvimos
esta posibilidad, que seguimos como metodologia de investigacion, en particular en el caso
de los docentes. La metodologia seguida fue, por lo tanto, la entrevista dividida en dos
fases: la primera, con una conduccién a espejo, buscaba que el sujeto manifestara sus
propias convicciones sobre el tema objeto de estudio; la segunda, de tipo reflexivo, pidi6 al
sujeto comparar sus propias convicciones con la vida de aula.

Este tipo de metodologia de andlisis fue introducida por Skott (1999) y fue sucesivamente
reelaborada en situaciones andlogas (Beswick, 2004). Una vez analizadas las convicciones
iniciales, se trata de analizar qué cambio se opera en ellas después de un determinado
evento, por ejemplo, como veremos, en nuestro caso, después de la discusién con el
investigador a propdsito de las relaciones entre el drea y el perimetro; esto se logra
enfrentando al sujeto con sus mismas declaraciones, antes y después.



Para obtener el objetivo, es necesario que los sujetos hagan explicitas sus propias
convicciones antes de la investigacion, y esto se puede lograr recurriendo a declaraciones
escritas (D’Amore y Fandifio, 2005), a entrevistas individuales registradas, o a entrevistas
colectivas conducidas con dos o tres sujetos, de forma que cada uno pueda testimoniar las
afirmaciones de los otros. Nosotros seguimos las tres metodologias, de acuerdo con las
circunstancias.

Existe, ademads, otro factor importante, evidenciado por Azhari (1998), que trataremos de
expresar en forma breve: cuando existen dos relaciones ligadas mutuamente, el estudiante
intenta aplicar la siguiente “ley de conservacion”:

® i una determinada cosa crece, también esta otra, con la cual estd relacionada, crece (y
viceversa).

Ahora, el ejemplo que liga entre si perimetro y drea parece conectar perfectamente con las
consideraciones de Azhari (1998) (es mads, éste es precisamente uno de los ejemplos
ofrecidos en este trabajo, citado por Stavy y Tirosh, 2001).

Si ponemos en relacion los perimetros de dos figuras A y B con las respectivas dreas, nos
parece que una forma convincente de evidenciar que las “leyes” enunciadas lineas arriba no
son vdlidas es la de dar un ejemplo para cada uno de los siguientes nueve casos posibles:

p S |[p S |p S
> > > = |> <
= > = = |= <
< > < = I< <

La primera casilla> > quiere decir:

e encontrar dos figuras tales que, pasando de la primera a la segunda, el perimetro crezca
y el area crezca
y asi sucesivamente.

Para evitar dificultades, se puede siempre partir de figuras simples, como por ejemplo del
rectingulo, cuando esto es posible, haciendo diversas transformaciones sobre él o sobre
figuras que se derivan de éste. Consideramos necesario aclarar que las figuras sobre las
cuales conviene trabajar son las mds habituales, es decir las figuras mas usuales que se
encuentran en los libros de texto y en el salén de clase, para evitar complicaciones que se
deriven de la misma figura.

En el Apéndice se da un ejemplo de cada una de las nueve situaciones indicadas, con
figuras elementales. Estos ejemplos no fueron mostrados a los sujetos involucrados en la



prueba que se describe a continuacion; cada sujeto debia proporcionar los ejemplos
oportunos, por lo menos en una primera instancia.

3. Preguntas, metodologia de investigacién e hipétesis de respuesta’

A un grupo de colaboradores,’ docentes de escuela primaria, de escuela media, de escuela
superior y de universidad, les propusimos hacerse cargo de la investigacion descrita lineas
arriba. Decidimos hacer la investigacion en todos los niveles escolares para verificar si los
resultados podian estar relacionados, en forma especifica, con dichos niveles o si, por el
contrario, se podian encontrar resultados independientes de la variable “nivel escolar”. A
cada uno de los colaboradores dimos las siguientes indicaciones que son, al mismo tiempo,
las preguntas explicitas de investigacion, las relativas indicaciones metodologias y nuestras
hipétesis de respuestas, subdivididas en tres puntos.

PUNTO 1.

PROBLEMA de investigacion Pr.1: Solicitamos a todos los colaboradores someterse
ellos mismos a la prueba y, en un segundo momento, aplicar la misma prueba a algunos de
sus colegas de las escuelas primaria, media o superior, y a estudiantes universitarios,
futuros maestros en formacion. El problema consiste en verificar si, en un primer momento,
en nuestros mismos colaboradores y, en un segundo momento, en los demads sujetos que se
sometieron a la prueba, se verifica un cambio de convicciones relativo a las relaciones entre
area y perimetro.

PREGUNTA de investigacion Pg.1: ;Es verdad o no es verdad que se pueden encontrar
ejemplos para todos los nueve casos? (Es verdad o no es verdad que surge
espontdneamente la idea de que, en general, al aumentar el perimetro de una figura plana
aumenta también el drea? ;Es verdad o no es verdad que se necesita recurrir a las propias
competencias, a las construcciones cognitivas anteriores y a su propia experiencia, para
convencerse que las cosas no son asi?

HIPOTESIS de respuesta H.1: Consideramos que no s6lo los alumnos, sino también
algunos docentes y algunos colaboradores tenian misconcepciones a propdsito de supuestas
relaciones necesarias entre perimetro y drea de las figuras planas. Que no fuera banal
encontrar los nueve ejemplos indicados (especialmente en el caso en que el perimetro debe
disminuir y el 4rea aumentar, y viceversa). Incluso que, después de haber visto los
ejemplos, no fuera completamente aceptada. Como indicadores de dichas misconcepciones

% Contrariamente a nuestra forma habitual de trabajar, no separamos estos tres puntos dado que éstos estan, en
esta ocasion, profundamente ligados entre si.

’ Por “colaboradores” se entiende lo siguiente: en Italia existen grupos de investigacién en didactica de la
matematica, reconocidos por el Ministerio de la Universidad y de la Investigacion, adscritos a una
determinada Universidad; el grupo de Bologna se denomina RSDDM (www.dm.unibo.it/rsddm); de dichos
grupos forman parte docentes de todos los grados escolares a quienes oficialmente se identifica como
“colaboradores de investigacién”. Del grupo de colaboradores forman parte docentes universitarios o de grado
equivalente.



pensamos asumir las mismas declaraciones de los colaboradores, de los maestros
entrevistados, de los estudiantes universitarios.

PUNTO 2.

PROBLEMA de investigacion Pr.2: Pedimos a todos los colaboradores hacer las pruebas
con estudiantes de escuela primaria, media, superior y con estudiantes universitarios de
todo tipo de facultad, y no sélo estudiantes que siguen curso universitarios para la
formacién de futuros docentes.

.. . . . . 8
Cada uno de ellos fue invitado a introducir de forma oral, discursiva, el tema" sobre las
mutuas relaciones entre perimetro y drea de figuras planas simples, y probar a realizar
transformaciones, verificando si los estudiantes:

aceptan espontdneamente

aceptan de buen grado después de un ejemplo

aceptan con dificultad después de varios ejemplos

rechazan sin discusién

e rechazan después de algun ejemplo

y que puedan ser vdlidas todas las nueve relaciones; es decir, que nada se pueda decir a
priori de la relacién entre “aumento (igualdad, disminucion) del perimetro” y “aumento
(igualdad, disminucion) del area de las figuras planas”. Cada colaborador tenia que hablar
con los estudiantes y cumplir las siguientes fases:

e proponer el problema, escuchar la primera respuesta, registrarla segin la escala
anterior;

e proponer las nueve pruebas y ayudar al estudiante en su ejecucion, escuchar y tomar
nota de sus comentarios;

e llegar a una formulacion explicita de la nueva conviccion, en el caso de que ésta se
presentara.

A nosotros nos interesaban dos aspectos que constituyen el Problema de Investigacién Pr.2:
a) el cambio de las convicciones; es decir: si, después de algunos ejemplos, los estudiantes
estaban dispuestos a cambiar de conviccidon, segin las hipétesis del marco tedrico
presentado antes, y si sobre esto incide la edad; para lograr esto era indispensable llevar a
los sujetos a que expresaran sus convicciones antes y después de los ejemplos; para
alcanzar este objetivo, mds que hacer un test, era esencial entrevistar a los sujetos en
pequeios grupos (dos o tres personas por grupo) o individualmente. Sobre la metodologia
de investigacion usada en este particular punto, hicimos referencia en el apartado 2;

b) el lenguaje usado por los estudiantes para explicar su pensamiento, antes y después:
ejemplos, discursos generales, frases, uso de disefios, de esquemas...

¥ Como introduccién del tema se les sugirié recurrir al llamado “problema de Galileo” de las plazas de dos
pueblos, que veremos dentro de poco.



PREGUNTA de investigacion Pg.2: ;Con cudnta naturalidad y espontaneidad los
estudiantes logran aceptar que no existen relaciones obligadas entre el perimetro y el drea
de las figuras planas? ;COmo varia esta aceptacion con la edad? ;Resulta facil aceptar los
nueve ejemplos? ;COmo expresan sus convicciones al respecto? ;Qué tipo de lenguaje
usan?

HIPOTESIS de respuesta H.2: Considerdbamos que los estudiantes, de cualquier edad,
manifestarian una gran dificultad para aceptar aquello que parece ser anti-intuitivo; es
decir: opindbamos que mds de un estudiante estaria convencido, antes de la prueba, de que
al aumento del perimetro le corresponderia necesariamente un aumento del drea, por
ejemplo; y cuanto mds anclado estuviera en una conviccidn intuitiva, mayor seria su
esfuerzo para aceptar el resultado de la misma prueba. Con base en nuestras experiencias de
investigacion, considerdbamos que: conforme avanzara la edad, esta aceptacion aumentaria
netamente; que los sujetos encontrarian alguna dificultad para aceptar los ejemplos; que la
expresion de sus convicciones seria poco académica, dado que éstas contrastan con las
convicciones construidas escoldsticamente; que el lenguaje usado seria bdsicamente
coloquial, tal vez con el uso espontdneo de gréaficos y de disefios esquematicos.

PUNTO 3.

PROBLEMA de investigacion Pr.3: Invitamos a los colaboradores a realizar la siguiente
prueba, a través de entrevistas individuales con nuevos estudiantes de los ultimos afios de
escuela primaria (edad: 9 a 11 afios), de escuela secundaria de primero y segundo grado
(edad respectiva: 11 a 14 afios y 14 a 19 afos) que no habian participado en la prueba
anterior.

Los colaboradores debian entregar a los estudiantes una tarjeta que contenia las dos figuras
que se presentan a continuacion:

[

(El hexdagono B se obtuvo del rectdngulo A, mediante la eliminacién de un pequefio
rectangulo de la parte superior derecha, lo que puede ser confirmado visualmente).

Ahora, a la mitad de los estudiantes se les debian proponer las siguientes dos preguntas:

pg.1: ;La superficie de A es menor, igual o mayor de la superficie de B?




Y el perimetro de A es menor, igual o mayor del perimetro de B?

A la otra mitad, se les debian proponer las siguientes dos preguntas:
pg.2: (El perimetro de A es menor, igual o mayor del perimetro de B?

Y (el drea de A es menor, igual o mayor del area de B?

PREGUNTA de investigacion Pg.3: ;Puede el orden inverso de las preguntas en pg.1 y
pg.2 modificar radicalmente las respuestas de los estudiantes? La pertinencia de esta
pregunta es descrita en las lineas siguientes.

HIPOTESIS de respuesta H.3: Nuestra hipétesis era que:

en pg.l los estudiantes habrian verificado facilmente que el drea de A es mayor que el
area de B (dado que esto aparece graficamente evidente) y habrian concluido, sin
verificar, que el perimetro de A es mayor del perimetro de B; los colaboradores debian
sOlo verificar si esta tendencia existia en verdad;

en pg.2 la primera pregunta sobre el perimetro haria que los estudiantes estuvieran en
dificultad, lo que los llevaria a verificar con atencion, pues la respuesta “no” es
inmediatamente evidente; una vez verificado que el perimetro de A es igual al de B, sin
embargo, no habrian tenido problema para decir que el drea de A es mayor al drea de B;
los colaboradores debian llevar al estudiante a que verificara que los dos perimetros
eran iguales y lo expresara y, después de esto, tenfan que estar atentos a la respuesta
espontdnea a propdsito de las dreas.

Si las cosas hubieran sido asi, habriamos contradicho la hip6tesis de Azhari (1998) (idea
que, parcialmente citada, fue hecha propia por Stavy y Tirosh, 2001) sobre la base de la
evidencia de las figuras; no valdria entonces la supuesta “ley de conservacion”, sino que
todo conduciria a un hecho ligado a misconcepciones y a evidencias perceptivas.

En total tuvimos 14 colaboradores:

7 docentes de la escuela primaria

2 docentes de la escuela secundaria de primer grado (en Italia: escuela media)

3 docentes de la escuela secundaria de segundo grado (en Italia: escuela superior)
2 docentes de la universidad (o equivalente).

Cada uno de ellos se sometia a si mismo a la prueba y, en un segundo momento, a algunos
colegas; en total, el nimero de docentes que se sometieron a la prueba fueron:

26 de la escuela primaria

16 de la escuela media

13 de la escuela superior

2 de la universidad,

para un total de 57 docentes.

Los estudiantes sometidos a la segunda prueba fueron:



29 de la escuela primaria (todos de 5°)

20 de la escuela media (6 de 1°y 14 de 3°)

21 de la escuela superior (8 del primer bienio de un Liceo Cientifico, 9 de 4° de Liceo
Cientifico, 4 de un Instituto Profesional)

13 de la universidad o andlogos (4 del curso de Licenciatura en Educacion, 1 del tercer afio
del curso de Matematica, 8 de la Alta Escuela Pedagdgica)

para un total de 83 estudiantes.

Los estudiantes sometidos a la tercera prueba fueron:

50 de la escuela primaria (todos de 5°)

26 de la escuela media (12 de 1°y 14 de 3°)

14 de la escuela superior (4 del primer bienio del Liceo Cientifico, 5 del Instituto
Profesional, 5 de 3°, 4° 0 5° del Liceo Cientifico)

17 de la universidad o andlogos (4 del curso de Ciencias de la Educacién, 12 de la Alta
Escuela Pedagogica, 1 del tercer afio del curso de Filosofia)

para un total de 107 estudiantes.

Conviene recordar que todas las pruebas ocurrieron en forma de entrevista individual, de
tipo clinico, usando la pauta descrita en el apartado 3, en el punto 2. Por otra parte, la
entrevista, especialmente en los casos en que el entrevistador era uno de los colaboradores,
era de tipo personal story, dado que se buscaba tener elementos que revelaran cambios
conscientes de las convicciones. En esta investigacién hicimos un gran uso de las
declaraciones que los docentes daban por escrito. Con varias denominaciones, esta técnica
es usada con beneficio para la investigacion en contexto internacional desde hace ya mucho
tiempo; como prueba tenemos el trabajo pionero de Gudmundsdottir (1996), en el cual se
usa la metafora del iceberg para ilustrar como la punta emergente corresponde a cuanto
viene declarado como respuesta (explicita) por parte de un docente, a una pregunta en el
curso de una entrevista, mientras la mayor parte (implicita) es aquella escondida bajo el
agua, la cual emerge sélo gracias a una narracién personal.

Particularmente util para nosotros es la investigacién descrita en Edwards y Hensien
(1999), dado que en ella se analiza un grupo de docentes (de escuela primaria y de escuela
secundaria) implicados en una investigacién-accién comun, cuyo objetivo era discutir la
accion didéctica en aula. Los docentes utilizaron la narracién para expresar lo que sucedia y
las sensaciones que experimentaron durante dicha accién.

En Gudmundsdottir y Flem (2000) se discute, siempre haciendo uso de estas técnicas
“parrativas”, como ha cambiado la vida en el aula en las dltimas décadas, cuales son las
sensaciones y los sentimientos de los docentes a este propdsito; mientras en
Gudmundsdottir (2001) se presenta la narraciéon de una experiencia de ensefianza “abierta”
en una escuela para nifios entre los 5 y los 8 afos.

° Es necesario distinguir las intervenciones escritas espontaneas de los docentes, que trataremos aqui, de las
intervenciones de los estudiantes sobre temas de matematica, los llamados TEPs, aqui no tomados en
consideracion; sobre este ultimo argumento puede verse D’ Amore y Maier (2003).



En Strehele et. al. (2001), la técnica es usada para estudiar la integracion de las tecnologias
en la practica diddctica; mientras en Raths (2001) se analizan las convicciones acerca del
docente y de la ensefianza, incluso con el propésito de la decision de modificar las propias
estrategias de ensefianza.

También en Presmeg (2002), la atencién se centra en el uso de la autobiografia para hacer
emerger las propias convicciones acerca de la matemética y de los cambios de éstas con el
pasar del tiempo.

Conviene destacar el uso de investigacion que se hace de los textos escritos por los sujetos
analizados, docentes de escuela secundaria en formacion, en Llinares y Sanchez Garcia
(2002), para determinar las imdgenes acerca de la matemadtica, de su ensefianza, de su
aprendizaje y del significado que tienen las tareas escolares en este propdsito.

Citamos, por ultimo, el trabajo de D’Amore y Fandifio (2005), en el cual los sujetos
analizados debian expresarse mediante una carta autobiografica.

4. Resultados de la investigacion, discusion de los resultados y respuestas a las
preguntas de investigacion

4.1 Respuestas de los docentes a la prueba sobre perimetro y area

4.1.1.

Por lo que respecta al punto 1, problema de investigacién Pr.1, hicimos una distincion entre

las dos consignas:

e pedimos a todos los colaboradores someter a si mismos a la prueba, y

e después, a algunos de sus colegas de las escuelas primarias, media, superior, estudiantes
universitarios de cursos (de especializacién en Italia y de master en Suiza) para la
formacion de maestros de escuela secundaria (inferior o superior).

En los dos casos, las preguntas de investigacién Pg.1 eran las siguientes: ;Es verdad o no es
verdad que se pueden encontrar ejemplos para todos los 9 casos? ;Es verdad o no es verdad
que surge espontdneamente la idea de que, en general, al aumentar el perimetro de una
figura plana, aumenta el drea? ;Es verdad o no es verdad que se necesita hacer un esfuerzo,
para convencerse que las cosas no son asi?; mientras que nuestras hipétesis de respuestas
H.1 eran: Consideramos que algunos docentes (incluidos algunos colaboradores) tendrian
misconcepciones a propdsito de supuestas relaciones necesarias entre perimetro y drea de
las figuras planas. Que no fuera tan fécil encontrar los 9 ejemplos solicitados
[especialmente en el caso (p<, S>) en el cual el perimetro debe disminuir y el area
aumentar]. Que, incluso después de ver los ejemplos, se presentaria alguna resistencia.



En este apartado, 4.1.1., examinaremos el caso en el cual los sujetos sometidos a la (auto)
prueba eran los mismos colaboradores de la investigacion, y dejamos para un segundo
momento, en el apartado 4.1.2., el caso de los sujetos sometidos a la prueba eran colegas de
los colaboradores de la investigaciébn o estudiantes universitarios de los cursos
anteriormente indicados.

De los 14 colaboradores de la investigacién tuvimos reacciones similares en lo que
concierne con la modalidad de respuesta:

e | sujeto (docente universitario) se limita a cumplir un andlisis exclusivamente
matematico de la situacion, obviamente correcta, sin responder a la pregunta personal
sobre sus propias dificultades;

e 13 escriben textos de respuesta que van de 1 a las 6 pdginas, en ocasiones ricas en
referencias a sus propias dificultades:

o 9 colaboradores (7 docentes de primaria, 1 de superior, 1 de universidad)
confiesan su dificultad en el momento de tener que dar forma a la propia idea,
incluso si ésta es correcta y consciente; admiten también que tuvieron que hacer
un gran esfuerzo para imaginar todas las nueve situaciones;

o 4 colaboradores (2 docentes de escuela media, 2 de superior) declaran no haber
tenido ninglin problema en encontrar rdpidamente las respuestas y expresan su
pleno conocimiento de que las cosas deban ser asi.

[4 colaboradores (2 de primaria, 2 de media) hacen una amplia referencia a sus alumnos,
sin lograr responder en primera persona como sujetos, se ve una tendencia a interpretar
nuestras preguntas como una invitacion implicita a pensar en la situacion de aula].

El caso considerado como el de mayor complejidad casi por unanimidad es precisamente
(p<, S>), como lo habiamos supuesto, junto con su andlogo (p>, S<).

Nuestras hipotesis H.1 son, por tanto, ampliamente confirmadas: incluso en personas de
alto nivel cultural, como es el caso de nuestros colaboradores, existen, por lo menos en una
primera instancia, misconcepciones arraigadas a proposito de supuestas relaciones
necesarias entre perimetro y drea de las figuras planas. Como indicadores de tales
misconcepciones, decidimos enunciarlas recurriendo a sus mismas admisiones explicitas o
a la prueba evidente de sus dificultades. Para muchos, no fue ficil encontrar los nueve
ejemplos pedidos [especialmente en los casos (p<, S>) y (un poco menos) (p>, S<)], por
admisién explicita. Uno de nuestros colaboradores declara abiertamente por escrito: (...)
Tuve mayor dificultad en encontrar figuras para los casos donde el perimetro debe
disminuir y el drea debe permanecer invariable o aumentar”’, frase que tomamos como
modelo para muchas otras del mismo tipo

Se ve claramente cémo la (auto) declaracion de dificultad se concentran entre los docentes
de los primeros niveles escolares, tal vez a causa de una menor preparacion técnica



(denunciada por mds de uno; muchos docentes colaboradores de la escuela primaria
confiesan haber aprendido a tratar criticamente estos argumentos dentro de los cursos
organizados por el RSDDM de la Universidad de Bologna).

La eleccion de las figuras para los nueve casos se concentrd, por lo menos al inicio,
alrededor de los poligonos convexos y en particular en rectangulos.'”

4.1.2.

Los 43 docentes entrevistados (19 de escuela primaria, 8 de escuela media, 10 de escuela
superior, 6 en formacién de postgrado como docentes de escuela secundaria inferior)
tuvieron comportamientos muy diferentes, pero también muchas reacciones en comun; los
protocolos de las entrevistas estdn a disposicion, aqui resaltamos lo esencial. Reportaremos
entre «» las frases que confirman nuestras afirmaciones o que nos parecen mas
representativas.

Una reaccién muy frecuente, en todos los niveles escolares, es la diferencia manifestada
intuitivamente entre el primer contacto con el problema, respecto al cambio (a veces fuerte)
entre la primera respuesta intuitiva y la conviccion adquirida al termino de la prueba.

Como lo habiamos dicho al inicio, las entrevistas empiezan con el llamado “problema de
Galileo”: “Un pueblo tiene dos plazas A y B; el perimetro de la plaza A es mayor del
perimetro de la plaza B; ;cudl de las dos plazas tiene el drea mayor?”."!

Muchos de los entrevistados, la mayor parte, 40 de 43, incluso licenciados, docentes de la
escuela superior, afirmaron que la plaza con la mayor drea era la A, de mayor perimetro,
para después:

e (Corregirse espontaneamente, afirmando “no estd dicho”, ain antes de efectuar todas las
pruebas previstas en la entrevista (y aqui se nota una mayor concentracion de docentes
de la escuela superior).

o bien
e Aceptar que su respuesta fuese criticable e incorrecta, pero solo después de haber

realizado las pruebas (y aqui se nota una mayor concentraciéon de docentes de los
primeros niveles escolares).

' Una nota, sélo como curiosidad extra-investigativa. Uno de los colaboradores declara haber puesto a la
prueba algunos de sus propios familiares:

e quienes desarrollan actividades de construccién, cotidianamente enfrentados a situaciones concretas en
las cuales los casos (p>, S<) y (p<, S>) son frecuentes, no tuvieron ningtin problema no sélo en responder
correctamente, sino también en proporcionar ejemplos;

e otros, empleados en actividades mds de rutina, se inclinaron por respuestas clasicas: existen sélo los
casos (p>, S>), (p<, S<), (p=, S=); los otros casos fueron considerados imposibles; por ejemplo, no fue
posible encontrar ejemplos para el caso (p<, S>).

" Sobre 1a historia exacta de este problema, asi como Galileo lo presenta realmente, se puede ver: D’ Amore y
Fandifio (2006).



Por tanto, el cambio de conviccion es evidente, a veces fuerte, y, en varias ocasiones,
requiere pruebas y reflexiones no banales.

A las preguntas:

“.Es verdad o no es verdad que se pueden encontrar ejemplos para cada uno de los nueve
casos? /Es verdad o no es verdad que surge espontineamente la idea, en general, de que al
aumentar el perimetro de una figura plana, aumenta también el drea? ;Es verdad o no es
verdad que se necesita hacer un esfuerzo, para convencerse que las cosas no son asi?”,
muchos docentes, y no necesariamente de la escuela primaria, inician dando la respuesta
“no”, a la primera pregunta, lo que revela que las misconcepciones arraigadas a propdsito
de supuestas relaciones necesarias entre el drea y el perimetro de las figuras planas estan
presentes no solo en algunos docentes, como lo pensdbamos, sino en la mayoria de ellos.

Para muchos entrevistados no fue para nada banal encontrar los nueve ejemplos pedidos
[especialmente en el caso (p<, S>) o viceversa]. Encontramos en repetidas ocasiones casos
de docentes (incluso de la escuela superior y de la escuela media) que tuvieron que recurrir
a los (o a algunos de los) ejemplos dados por el entrevistador. Muchos notaron las simetrias
en las solicitudes; y alguno manifesté un gran malestar en el caso (p=, S=) porque no queria
aplicar simplemente una isometria o dejar las figuras idénticas].

Lo que se evidencid, sin embargo, fue que, después de haber visto los ejemplos creados por
el entrevistado mismo o propuestos por el entrevistador, desapareci6é del todo (o casi) la
persistencia en las misconcepciones ligadas a la intuicion; y se llegd a frases llenas de
conciencia como la siguiente: “Por lo tanto, dos figuras equi-extensas no son
automdticamente iso-perimétricas” [este perfecto enunciado estd hecho con evidente
sorpresa por una docente de escuela primaria quien declara haber luchado por mucho
tiempo consigo misma para encontrar los nueve ejemplos, bloqueada por sus propias
convicciones sobre el argumento (una misconcepcion arraigada de la cual antes no se habia
dado cuenta) de que al aumentar el perimetro fuese necesario que aumentase también el
areal].

Es muy claro que las misconcepciones reveladas se deben a que casi todos los modelos
figurales que ilustran estas cuestiones son realizados con figuras planas convexas por
demas usuales, lo que lleva a creer que se puede afrontar el problema sélo con dichas
figuras. Es mds, esta consideraciéon fue confirmada por mas de uno de los mismos
entrevistados: “Es posible partiendo de un cuadrado; no es posible partiendo de un circulo”
(en otras palabras, el cuadrado es considerado figura admisible para transformaciones como
las que nos propusieron, el circulo no); a la propuesta de una figura concava: “Pero ésta no
es una figura geométrica” [quiere decir: no de aquellas usadas cominmente en la prictica
did4ctica cuando se habla de perimetro y de drea]; otros consideran posibles solo
homotecias, por lo que: “... pero con los cuadrados es imposible” dado que el homotético de
un cuadrado es un cuadrado.



El reenvio que los docentes entrevistados hacen a sus alumnos es recurrente; muchas de las
preguntas y de las respuestas se dan “filtradas” a través de la experiencia con o de sus
propios alumnos: “Ellos tampoco lo ven” [lo que yo no he visto]; “...tienen dificultad para
imaginarlo”; “Es necesario cambiar constantemente las figuras” [es decir pasar de figuras
estandar a otras no tradicionales, por ejemplo céncavas; en realidad, no seria siempre
necesario, pero los ejemplos dados por los entrevistadores (véase Apéndice) son
considerados a menudo como los tinicos posibles.

Algunos docentes de las escuelas secundarias (inferior y superior) consideran este tipo de
argumento mds cercano al mundo de la escuela primaria, “porque alli se trabaja con las
figuras, mds en lo concreto, menos en lo abstracto”, como justificando su propio error (y el
error potencial de sus propios alumnos) en la prueba. Naturalmente, en esto hay mucha
verdad; en la escuela primaria, generalmente, se transforman en modelos radicados los que
s6lo deberian ser imdgenes parciales, y, en muchas ocasiones, no existe ni siquiera la
conciencia del problema.

Veremos en los proximos apartados, 4.2.1. y 4.2.2., el curso de la investigacion con los
estudiantes. Adelantamos aqui la hipdtesis, que analizaremos criticamente en S., de que el
obstdculo que parece evidente respecto a la construccion de un conocimiento
matematicamente satisfactorio sobre las relaciones entre “perimetro y drea” no es s6lo de
naturaleza epistemoldgica sino bdsicamente de naturaleza didactica.

La naturaleza epistemoldgica del obstaculo es evidente y tiene multiples aspectos:

A. No es fortuito que las historietas y leyendas que ligan drea y perimetro sean antiquisimas
y se repitan en el tiempo, incluso a distancia de siglos (basta pensar en el mito sobre la
fundacién de Cartagine por parte de Didone y a la célebre adivinanza de Galileo). Esta es
una sefial, no mds que una sefial, por supuesto, de obstdculo epistemoldgico; por otra parte:
cuando una idea matemadtica no entra inmediatamente a formar parte de esta disciplina vy,
por el contrario, es causa de discusiones, contestaciones, luchas; generalmente puede
considerarse un obstaculo epistemoldgico en el sentido de Brousseau (1976, 1986, 1989).

B. Para llevar acabo este andlisis se deben operar transformaciones geométricas sobre las
figuras, pero sélo a finales del siglo XIX estas transformaciones, su potencia, su necesidad,
se revelaron completamente a los ojos de los matematicos; por milenios domind la rigidez
de los Elementos de Euclides; incluso este retardo en la introduccidon-aceptacion es una
obvia senal de obstaculo epistemolégico.

Por otra parte, sin embargo, con estos evidentes obstdculos epistemoldgicos se mezclan
también obstdculos didacticos; si se necesitaron oportunas y profundas entrevistas, para
cambiar las convicciones de los mismos docentes, ;como no pensar que las elecciones
didécticas por ellos utilizadas en aula con sus propios alumnos no influyen en la formacion
de misconcepciones relativas a este estratégico tema?



4.2. Respuestas de los estudiantes a la prueba sobre area y perimetro

4.2.1.

Recordemos que en el punto 2., como problema de investigacion Pr.2, pedimos a todos los
colaboradores entrevistar estudiantes de la escuela primaria, media, superior y estudiantes
universitarios de las diferentes facultades. Cada colaborador tenia que hablar con los
estudiantes y proponer en primer lugar el problema “de Galileo”, escuchar su respuesta y
registrarla segtin la escala presentada; en segundo lugar, el colaborador propondria las
nueve pruebas y ayudaria al estudiante en su ejecucion, escuchando sus comentarios; y por
ultimo, se deberia llegar a una formulacién explicita de su nueva conviccion, en el caso ésta
se hubiera presentado.

Cada uno de los colaboradores era invitado a probar transformaciones, verificando si los
estudiantes:

aceptan espontdneamente

aceptan de buen grado después de un ejemplo
aceptan con dificultad después de varios ejemplos
rechazan sin discusién

rechazan incluso después de ejemplos

y que pueden ser vdlidas las nueve relaciones, que nada se puede decir a priori de la
relaciéon entre “aumento (igualdad, disminucién) del perimetro” y “aumento (igualdad,
disminucion) del area de figuras planas”.

A nosotros nos interesaban dos aspectos:

a) el cambio de las convicciones; es decir, si después de algunos ejemplos, los estudiantes
estaban dispuestos a cambiar de idea y si sobre esto incide la edad; para saber esto era
esencial llevar a los sujetos a que expresaran sus convicciones antes y después de los
ejemplos; para alcanzar este objetivo, mas que hacer un test, era esencial entrevistar a los
sujetos individualmente segun la metodologia explicada antes;

b) el lenguaje usado por los estudiantes para explicar su pensamiento, antes y después:
ejemplos, discursos generales, frases, uso de disefios, de esquemas ...

Con este objetivo, las preguntas de investigacién Pg.2 eran las siguientes: ;Con cudnta
naturalidad y espontaneidad los estudiantes logran aceptar que no existen relaciones a
priori obligadas entre perimetro y drea de las figuras planas? ;Cémo cambia esta
aceptacion con la edad? ;Resulta facil aceptar los nueve ejemplos? ;Cémo expresan sus
convicciones a este proposito? ;Qué tipo de lenguaje usan?



Como hipoétesis preliminares, considerdbamos que los estudiantes de cualquier edad
muestran una gran dificultad en aceptar lo que parece anti-intuitivo. Que con la edad, esta
aceptacion aumenta netamente. Que los sujetos encuentran alguna dificultad en aceptar los
ejemplos. Que habrian expresado sus convicciones en modo poco formal, dado que éstas
interaccionan con las convicciones construidas en la escuela. Que el lenguaje usado seria lo
mds cercano posible a la forma coloquial, tal vez con el uso espontdneo de graficos o de
disefios esquematicos.

El resultado de mayor impacto de toda la investigaciéon es que los casos de mayor
complejidad (p>, S<; viceversa; p>, S=; viceversa) no son aceptados espontdneamente en
mayor medida con el aumento de la edad (o con el mayor nivel de escolaridad).

Mais de 90% de los estudiantes entrevistados, sin que importe su grado escolar, tiende
espontdneamente a afirmar que existe una dependencia estrecha entre el aumento o
disminucién del perimetro y el aumento o disminucién del drea; frente a la tarea de dar
ejemplos, las dificultades se centraron basicamente en los casos enunciados anteriormente;
s6lo pocos afrontaron con éxito la tarea, y el resultado positivo no esté relacionado con la
edad (por tanto ni con el grado de escolaridad); entre los estudiantes universitarios se tienen
algunos de los mas notorios resultados negativos.

Una vez que el entrevistador hace notar que es posible encontrar ejemplos para los nueve
casos, se tienen las siguientes reacciones:

e Mis de la mitad de los estudiantes'? se sorprende cuando ve que se hace uso de figuras
concavas; alguno declara que “Estas no son figuras geométricas”, que “No son
correctas”, que “En la escuela no se usan”; esta actitud no se relaciona en forma
significativa con la edad y, por lo tanto, tampoco con el grado de escolaridad ni con el
tipo de escuela frecuentada.

e Mis de la mitad de los estudiantes'” entiende el sentido de la propuesta y admite haber
inmediatamente cambiado de conviccion; también este tipo de actitud es ligeramente
superior en los niveles altos de escolaridad.

¢ En los casos en los que no se alcanza un resultado positivo, el estudiante, generalmente,
se atrinchera detrds de justificaciones debidas a la falta de desarrollo de este argumento
por parte de los docentes; este hecho se presenta con mayor frecuencia en la escuela
media; numerosos estudiantes de la escuela superior demuestran haber entendido el
sentido de la investigacion y revelan interés y motivacion en dar la respuesta; algunos
reconocen su propia dificultad en hacer oportunas transformaciones sobre las figuras.

e Es interesante observar como algunos estudiantes de la escuela superior se hacen cargo
personal del problema, sin descargar la responsabilidad de su fracaso en sus docentes de

"2 Lo aqui reportado no quiere ser una apreciacién cuantitativa, pues estamos en pleno campo cualitativo
(como se lo demuestra que se citan frases de los entrevistados); nuestra intencién es s6lo dar una idea de la
dimension del fenémeno.

5 fdem.



los niveles precedentes (al contrario, tuvimos docentes licenciados que dieron la culpa
de su fracaso y dificultad a los estudios universitarios, en los cuales, acusaban, este tipo
de argumento es ignorado; o a los libros de texto, por las mismas razones).

En diversos casos, quien declara un cambio de convicciones lo hace con sorpresa, como si
esto destruyera una concepcién dada por adquirida.

De los 13 estudiantes universitarios entrevistados, uno de los cuales es estudiante de
Matematica, menos de la mitad declaran espontdneamente que los nueve casos son todos
posibles, independientemente de poderlos encontrar; de los otros, aquellos que tienen
necesidad de hacer pruebas, s6lo la mitad declara al final en forma convincente haber
cambiado de conviccién; de ellos, algunos 1o hacen de manera explicita.

Muchos son los que sostienen que el malentendido de pensar que el aumento del perimetro
implique un aumento del 4drea deriva de una didéctica incorrecta, y se comprometen a estar
atentos cuando tengan que afrontar su futura profesion; es mds, iniciardn ahora mismo en la
actividad de practica docente.

No siempre la aceptacion es fécil: “Para mi es dificil aceptarlo, estaba convencido de que
dependian, es una gran sorpresa que debo digerir, pero es dificil”.

En cuanto al lenguaje, es frecuente el recurso al lenguaje cotidiano, ademds existen

confusiones terminoldgicas (por ejemplo, no obstante se hable explicitamente del perimetro

y del drea, muchos estudiantes, de la escuela primaria a la escuela superior, dicen
174

“perimetro” cuando se estan refiriendo al “drea” y viceversa), ademds de otras expresiones
inadecuadas desde el punto de vista del 1éxico.

Se nota que el recurso a un lenguaje coloquial de bajo perfil formal o por lo menos cultural
en el &mbito matemadtico no se limita sélo a los primeros grados de escolaridad. Es més, son
generalmente los estudiantes universitarios quienes mayormente nos sorprenden con
adjetivos y locuciones que no estidn en consonancia con la geometria oficial: “Si una
[fig&ra] la haces delgadita...”, “Si hago una “cosa” con “muchas puntas”, el perimetro ...”
etc.

Muchos de los entrevistados intentan recurrir a disefios explicativos que ilustren, confirmen
o desmientan su propio pensamiento; sin embargo el resultado es decepcionante: son pocos
los estudiantes, sin distincién del grado escolar, que saben usar el disefio para validar o
negar sus propias afirmaciones: lo intentan, pero no dominan este lenguaje grafico
especifico.

Es notable como alumnos de 5° de primaria de diversas zonas italianas que responden
correcta y espontdneamente a la primera pregunta (es decir, ;Teniendo un rectdngulo y un

' Esta actitud lingiiistica de los estudiantes universitarios nos sorprendid, por lo cual tendremos que retomar
la investigacion de una forma mas especifica. Por ahora este aspecto no seran analizado con detalle.



cuadrado de igual perimetro, necesariamente tienen igual drea?), dan un argumento no
valido: porque el cuadrado es “mds amplio”, “tiene mayor espacio dentro”, “es mds
ancho”...

Resulta obvio que entre cuadrildteros iso-perimétricos, el cuadrado es el de mayor
superficie; esto se imagina, se ve, se intuye desde un punto de vista grafico, mayormente en
la escuela primaria que en los afios sucesivos. Naturalmente, no faltan los casos de
estudiantes de la escuela superior que demuestran competencia en estos argumentos; por
ejemplo, tuvimos casos de estudiantes que conocian y dominaban las relaciones entre
superficie de figuras iso-perimétricas.

4.2.2.

Llegados al punto 3 de la investigacion, invitamos a los colaboradores a someter diversos
estudiantes, que no se habian sometido a la prueba precedente, a la siguiente, mediante
entrevistas individuales.

Los colaboradores debian entregar a los alumnos una tarjeta que contenia las siguientes dos
figuras:

(El hexagono B se obtuvo del rectdngulo A, mediante la eliminacién de un pequefio
rectdngulo de la parte superior derecha, lo que es evidente a simple vista).
Ahora, a la mitad de los estudiantes se les proponian las dos preguntas siguientes:
pg.1:  (La superficie de A es menor, igual o mayor de la superficie de B? y
(El perimetro de A es menor, igual o mayor del perimetro de B?
A la otra mitad, se les proponian las siguientes dos preguntas:
pg.2: (El perimetro de A es menor, igual o mayor del perimetro de B? y

(El drea de A es menor, igual o mayor del drea de B?

Teniamos una unica pregunta de investigacion Pr.3: ;Puede el orden inverso de las
preguntas en pg.1 y pg.2 modificar radicalmente las respuestas de los estudiantes?




Nuestra hipétesis H3 era que:

e En pg.1, los estudiantes habrian verificado facilmente que el drea de A es mayor que el
area de B (dado que esto es graficamente evidente) y habrian concluido, sin verificar,
que el perimetro de A es mayor que el perimetro de B; los colaboradores s6lo debian
corroborar si esta tendencia existia en verdad.

* En pg.2, la primera pregunta sobre el perimetro haria que los estudiantes encontraran
dificultad, lo que los llevaria a verificar con atencidén, pues este lo que se pregunta no es
inmediatamente evidente; una vez verificado que el perimetro de A es igual al de B, sin
embargo, no habrian tenido problema para decir que el drea de A es mayor que el drea
de B. Los colaboradores debian llevar a los estudiantes a que verificaran que los dos
perimetros eran iguales y lo expresaran. Luego, los colaboradores debian estar atentos a
la respuesta espontdnea a proposito de las dreas.

Si las cosas hubieran sido asi, habriamos contradicho la hipétesis de Azhari (1998) (hecha
propia por Stavy y Tirosh, 2001) sobre la base de la evidencia de las figuras; no valdria
entonces la supuesta “ley de conservacion”, sino que todo se conduciria a un hecho ligado a
misconcepciones y evidencias perceptivas.

Los resultados de las pruebas demuestran en forma absolutamente irrefutable nuestra
hipétesis; el orden de las preguntas es fundamental para las respuestas, pero, en este caso, la
edad (y por tanto el grado de escolaridad) inciden en forma estadisticamente relevante.

La respuesta correcta a la primera parte de la pregunta pg.1 (superficie de A > superficie de
B) fue dada espontdnea e inmediata en todos los entrevistados; de éstos, entre 90 y 91%
concluy6 erréneamente sin reflexionar que entonces también perimetro de A > perimetro de
B;

La respuesta correcta a la primera parte de la pregunta pg.2 (perimetro de A = perimetro de
B) fue dada espontdneamente sin necesidad de reflexiéon en muy pocos casos, incluso en
altos niveles de escolaridad; una vez que los colaboradores inducian a reflexionar sobre esta
respuesta, muchos de los entrevistados, al rededor de 85%, reconocian la igualdad de los
perimetros.

Las respuestas erradas en el caso de la segunda parte de pg. 2, por tanto, no estdn ligadas a
la supuesta “ley de conservacion”, sino a misconcepciones ligadas a los aspectos que
emergen en el apartado precedente y a la evidencia perceptiva que, en el caso del drea, es
inmediata, mientras que en el caso del perimetro no lo es.

La hipétesis de Azhari viene aqui negada.

Los problemas que se encuentran son de diversos tipos y s6lo en parte esperados:



Algunos estudiantes confunden en su terminologia drea y perimetro; lo que implica la
no aceptacion de las declaraciones del entrevistado por parte del investigador.

Dificultad para confrontar las dos figuras A y B, porque una de las dos es una figura
“insdlita”, no incluida entre de las que tradicionalmente la escuela presenta y a las que
dedica férmulas.

Cuando un estudiante, especialmente de los primeros afios de escolaridad, intenta medir
los perimetros, no siempre sabe como hacerlo; es notable que, para responder a las
preguntas, no era necesario hacer ningun tipo de medicién; se intentaba realizar
mediciones en los casos en los que el sujeto las consideraba necesarias (lo que sucede
en mas casos de los previstos, y no solo en la escuela primaria o media; varios
estudiantes de la escuela superior hicieron uso de cuadrildteros especificando siempre
las medidas de los lados y calculando el 4rea y el perimetro).

5. Conclusiones y notas didacticas

Visto el desarrollo de la investigacion con los estudiantes, es del todo evidente que el
obstidculo que se opone a la construcciéon de un conocimiento satisfactorio sobre las
relaciones entre “perimetro y drea” no es s6lo de naturaleza epistemoldgica, como se afirma
en muchos trabajos precedentes sobre este campo de investigacidn, sino que es basicamente
de naturaleza didéctica.

Este obstaculo reside en las elecciones didacticas:

Se usan siempre y sélo figuras convexas, lo que provoca la idea errénea de que las
figuras concavas no pueden ser usadas o no son convenientes.

Se usan siempre figuras estdndar provocando la misconcepcion que viene enunciada
generalmente con la frase: “Pero esta no es figura geométrica”.

Casi nunca se ponen explicitamente en relacion area y perimetro de la misma figura
geométrica; por el contrario, a veces se insiste en que el perimetro se mide en metros
(m) mientras que el drea en metros cuadrados (m2), y se insiste en las diferencias y no
en las relaciones reciprocas.

Casi nunca se hacen transformaciones sobre las figuras de forma que se conserven o se
modifiquen drea o perimetro, lo que crea una misconcepcion en cuanto al significado
que tiene el término “‘transformacién”; de hecho, muchos estudiantes entienden
espontaneamente por “transformacion” un cambio que sélo implica una reduccién o una
ampliacion de la figura (una homotecia o una similitud); en el caso (p=, S=) como
consecuencia, muchos estudiantes rechazaron la identidad o una isometria como una
“transformacion”.



La confirmacién de lo anteriormente enunciado se tiene en la investigacion hecha con los
docentes; se verifica el caso de docentes, no s6lo de escuela primaria, que tienen reacciones
del todo andlogas a las de los alumnos, es decir de sorpresa, frente a un necesario cambio
de convicciones. Un docente afirma: “Pero si nunca ninguno nos ensefia estas cosas, ;cOmo
podemos saberlas?”’; esta frase nos parece la reafirmacion de que casi todo se puede resumir
en obstdculos didécticos.

Las elecciones de los docentes no ocurren dentro de una correcta transposicion diddctica
que les permita transformar un “saber” (que para algunos de ellos no existe) en un “saber de
enseflar”, en modo culto y consciente (por lo general, lamentablemente, no existe ni
siquiera la conciencia de la existencia y de la diferencia entre “saber” y “saber de
ensefiar”).”” De hecho, al menos en el campo explorado por nosotros, se observa un
escenario de cuestiones acriticas, aburridas, que siguen un guién preestablecido consagrado
por los libros de texto. La expresion de estos hechos se encuentra en los siguientes
aspectos: cuando el docente cambia de conviccion, lo hace

¢ Insistiendo en que este argumento debe entrar explicitamente en la did4ctica, y

* Prometiendo espontdneamente a si mismo, en ocasiones, incluirlo en la propia futura
accion didéctica de ensefianza-aprendizaje.

Estas ultimas consideraciones nos permiten insertar el resultado final de nuestra
investigacion acerca del cambio de convicciones de los docentes en un importante contexto
internacional. Es verdad que las convicciones pueden tener efectos deletéreos sobre la
accion diddctica, pero puede ocurrir también lo contrario, como lo demuestra nuestro caso;
podemos encontrar apoyo en la siguiente afirmacién: “Las convicciones pueden ser un
obstdculo pero también una potente fuerza que permite efectuar cambios en la ensefianza”
(Tirosh y Graeber, 2003).
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